mercredi 23 novembre 2011

PTSI 1
Corrigé du devoir surveillé n°3

Exercice 1

1. (a) Appelons i, le cercle de diamétre [OA].
——
M(z,y) appartient & %, si et seulement si OMOA = 0 < z(z —a) + y*> = 0.

Une équation du cercle de diamétre [OA] est : 2° +y*> —az =0
(b) Les points P et @ sont les points du cercle ¥ tels que (OP)L(AP) et (OQ)L(AQ) :

ce sont les points d’'intersection de % et %;.

x2+y2:1 $2+y2:1 :E:%
az =1 y=+/1-%

Onrésout{ 9 . o
T+ y —ar =0

Les coordonnées de P et Q sont (£,1/1— %) et (3, —/1— %)

1

a

Une équation cartésienne de la droite (PQ) est z =

Ay

T
¢

T2

2. (a) Un vecteur normal a A4 est BC mais aussi u(95(cos(9), sin(@)) qui lui est colinéaire.
A 4 passe par le point A, et admet donc comme équation cartésienne :

Ay @ cos(8)z + sin(8)y = acos(6).

— ;
(b) (PQ) est de vecteur normal 7 et A, est de vecteur normal u(9) avec 8 # 0 [r]. Donc 1
et u(0) ne sont pas colinéaires et A4 et (PQ) ne sont pas paralléles : elles sont sécantes.

Une autre réponse est possible : on constate que le systéme suivant n’admet qu’une seule

a

solution si sin(6) # 0.
_1 { z=21
. ":Ios(e) 1) cos(G)(a271)
( ) " asin(6)

T =
H AN(PQ) — :
(z,y) € AaN(PQ) { cos(8)z + sin(8)y = acos(8) Y = Sn(e)
Les droites A, et (PQ) sont sécantes au point H (%, %)




(c) le vecteur Cﬁél(a + cos(0),sin(f)) est un vecteur normal a Ap, et cette droite passe par B :
on a donc M(z,y) € Ap <= (a + cos(f))(z — cos(8)) + sin(8)(y — sin(d)) =0
Une équation cartésienne de Ag est : (a + cos(8))z + sin(6)y = acos(8) + 1

(d) Vérifions que H appartient & Ap :
(a+ cos(6))zy + sin(f)yy = (a + cos(6)): + sin(F)
= acos(d) + 1.
Donc H € Ay N Ap : c’est Porthocentre du triangle ABC. D’aprés le 2.(b), H € (PQ).
‘Les points P, @ et 'orthocentre du triangle ABC sont alignés. ‘
3. (a) La droite (AC) est de vecteur normal 7 (— sin(6), cos(d) + a) et passe par A(a, 0).
On en déduit une équation cartésienne de (AC) : —sin(f)z + (a + cos(f))y = —asin(6)

—sin(8)z + (a + cos(8))y = —asin()
R(z,y) € (AC) N (As) — { (a + cos(8))z + sin(8)y = acos(6) + 1

cos(8)(a?-1) __
asin(6)

cos(0) cos(6)

a

=1+ + acos(f) —

avec sin(6) # 0
—sin(8)z + (a + cos(6))y = —asin()
£y + sin(8)4, (sin(8)* + (a + cos(6))*)y = (acos() + 1) sin(8) + (a + cos(d))(—asin())
+(a + cos(6))41
{ - Sm(ﬂfziiﬁgf cos(@))y = —asin(®) | simplifiant £, par sin(8) £ 0

Y= a?+2acos(f)+1
a? cos(8)+2a+cos(8)

(a+cos(8))(1—a?) __ _
— { Tt it — 0 { = e Baco0) 1
Y

— (1—a?)sin(9) y= (1—a?)sin(9)
a2+2acos(f)+1 a2+2acos(6)+1

a?cos(8)+2a+cos(d) (1—a?)sin(6)
a’+2acos(6)+1 ! a?+2acos(f)+1

Les coordonnées du point R, pied de la hauteur Ag sont (

(b) On peut vérifier que les coordonnées de R sont telles que zz° + yz° = 1.

I1 est plus simple de remarquer que JﬁJJ@ ce qui prouve que R appartient au cercle de
diameétre [BC| (qui est %)
Donc ‘ Le point R appartient au cercle ¥ ‘

Exercice 2

1. (B1) : y"+ 4y = sin(wt) est une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants.
On résout I’équation homogéne (H;) : y" + 4y = 0.
1'équation caractéristique associée est : (K;) : 72+ 4 = 0, dont les racines sont 7 = +21.
on en déduit que les solutions de (H;) sont les fonctions yy : R — R; ¢t —— Cjcos(2t) +
C,sin(2t) ou C; et C, sont deux constantes réelles.
Pour la recherche d’une solution particuliére de (E;) , il suffit de prendre la partie imaginaire
d’une solution particuliére de (EC;) : " + 4y = e™*

wt — P(t)e™, oli P est un polynéme de degré 0 et

wt

Le second membre de (EC}) est de la forme e
m = 1w. On sait qu'il existe une solution particuliére de (EC;) de la forme yp : t — Q(t)e
e Premier cas : w € R—{-2,2}
m = iw n’est pas racine de ’équation caractéristique. Il suffit de choisir deg(Q) = deg(P).
on pose donc y,(t) = ke** avec k € C.
Ceci donne alors y,(t) = iwke™® et Yy (t) = —w’ke
Dans ces conditions, y, est solutlon de (EC)) <= VtER, (4—w?)ke™’ =" = k =

sin(wt)
4—w?

zwt

4w2

On obtient y,(t) = ;=>€“* , ce qui nous donne Im(y,(t)) = comme solution particu-

liére de (E;).



L’ensemble des solutions de (E;) est donc

sin(wt)
4 — w?

S = { y:R—R;t— + C cos(2t) + Cysin(2t) / (Cy,Cy) € R? }

e Deuziéme cas : w = 2
m = 21 est racine simple de I’équation caractéristique. Il suffit de choisir deg(Q) = deg(P)+1
et de poser y,(t) = kte** avec k € C.
Ceci donne alors y,(t) = (2ikt + k)e™ et yo(t) = (—4kt + 4ik)e™.

Dans ces conditions, y, est solution de (EC;) <= Vt € R, 4ike® =e®™ <= k=1 =1
On obtient y,(t) = —%e** , ce qui nous donne Im(yy(t)) = %) comme solution parti-

culiére de (E).
L’ensemble des solutions de (E;) est donc

—t
S, = { yiR—R; £ (S + Cr)cos(2t) + Cysin(2t) / (G, Cs) € B }

e Troiwsiéme cas : w = —1
On peut faire un calcul similaire au deuxiéme cas, ou observer que si g : t — —
Vt € R, ¢"(t) + 4g(t) = sin(2t), alors la fonction opposée —g : t — % sera telle que
Vte R, (—9)"(t) +4(—g)(t) = —sin(2t) = sin(—2t). L’ensemble des solutions de (E;) est
donc

t
S = { ¥R — Rt (£ +C)cos(22) + Crsin(2t) / (C1, Cy) € B }

teos(2t) verifie

. (B2) : ¥'— (14 a)y + ay = e® est une équation différentielle linéaire du second ordre &
coeflicients constants.
On résout I’équation homogéne (H,) : ¥" — (1 +a)y' +ay =0.
1'équation caractéristique associée est : (K3) : 72 — (14 a)r + a = 0, dont les racines sont
rir=1et 7y, = a.
e si a # 1 alors les solutions de (H,) sont les fonctions yg : R — R; z —— Cie® + Cre®® ou
C; et C, sont deux constantes réelles.
e si a = 1 alors les solutions de (H;) sont les fonctions yg : R — R; z —— (Ciz + Cs)e® ou
C; et C, sont deux constantes réelles.
Le second membre de (E;) est de la forme e® = P(z)e™?, ou P est un polynéme de degré O et
m = 1. On sait qu'il existe une solution particuliére de (E,) de la forme yp : z — Q(z)e".
e Premier cas :a # 1
m = 1 est racine simple de ’équation caractéristique. Il suffit de choisir deg(Q) = deg(P)+1
et de poser y,(z) = kze® avec k € R.
Ceci donne alors y,(t) = (kz + k)e” et y,(t) = (kz + 2k)e”.
Alors, y, est solution de (E,) <= Vz € R, ((kz +2k) — (1 +a)(kz + k) + akz)e” = €”
= k(l-a)=1<= k==

a

On obtient y,(z) = ;°;€” comme solution particuliére et ’ensemble des solutions de (E-) est

52:{y:R—>R; $|—>(1f—a+01)ez+czeaz/(cl’cz)ERz}

e Deuriéme cas :a =1
m = 1 est racine double de I’équation caractéristique. Il suffit de choisir deg(Q) = deg(P)+2
et de poser y,(z) = kz’e” avec k € R.
Ceci donne alors y,(t) = (kz® + 2kz)e® et y, (t) = (kz® + 4kz + +2k)e”.
Y, est solution de (B,) <= Vz € R, ((k:z;2 + 4kz + 2k) — 2(kz® + 2kz) + k:z;2> e” = e”
—2k=1<=k=1
On obtient y,(z) = %e” comme solution particuliére et ’ensemble des solutions de (E5) est



2
52:{yR—>R, :rn—)(%+C’1:I:+C'2)ez/(C'1,C'2)ER2}

Exercice 3

1.

4.

On cherche a et b tels que :

v el 3z+1-m  a N b e vVpel 3z+1-m (a+bz+a—0b
’ 2—-1 -1 z+1 ’ 2—-1  (z—-1)(z+1)°
Commez #letz# —1,0ona
—Vrel, 3z4+(1—-m)=(a+bz+a-0

Les deux membres de 1’égalité sont des fonctions polynomiales de degré 1 en z. Ces deux
fonctions polyndmes sont égales car elles sont égales pour tout z sur un intervalle non vide de
R. Alors leurs coefficients sont égaux :

a+b = 3 20 = 4—m
a—b = 1—-m 20 = 24+ m
Ontrouvea:Z—%etbzle%.
Si bien que
3z+1—-m 2-22 142
i I = 2 2
zed 2 —1 $—1+$—|—1

L'équation (E,,) est une équation différentielle linéaire homogéne. Pour z € I,ona 1—z% #0:

on peut la réécrire :
3z+1—m

/ —
s .- 3z+1-m 2—-2 1472
Une primitive de ’application u : ¢ —— + = 2 2
2 —1 z—1 z+1

est 'application U : z +—— (2 — 3)In|z — 1|+ (1 + F)In|z + 1| + cste

on remarque que , pour z dans l'intervalle /,onaln|z—1| =In(1—z) et In|z+ 1| = In(z + 1)
Alors les solutions de 1’équation sont :

y(2) = Cexp (2~ )In(1—2)+ (1+ 2)ln(z +1)) =C(1 - 2)* 2 (2 +1)"2 avec C € R
L’ensemble des solutions est :

s |-1L,1 — R CeR
° z +— C(l-z) 2 (z+1)"2 '
e Si m = —2, alors les solutions sont y(z) = C(1 — ) avec C € R, qui sont des polyn6mes.
e Sim = 0, alors les solutions sont y(z) = C(1—z)?(z+1) avec C € R, qui sont des polynémes.
e Sim = 2, alors les solutions sont y(z) = C(1—z)(z+1)? avec C € R, qui sont des polynémes.
e Si m = 4, alors les solutions sont y(z) = C(z + 1)* avec C € R, qui sont des polyndmes.
(a) On cherche une solution polynomiale de degré 1 : f,(z) = az + B qui donne f,(z) = a.

On remplace cette expression dans 1’équation :
(1—z*)a+3(z +1)(az + B) = 1 — z° pour tout = € I.
< (a+38) + (3a +3B8)z + (2a)z® = 1 — z° pour tout z € I.
On en déduit que les coefficients de méme degré sont égaux :
a+38 =1 1 1
3a+38 = 0 <:>a:—§ etﬁ:i.
20 = -1

1
La fonction = — 5(1 — z) est une solution de (ES_5)




(b) L’ensemble des solutions de 1’équation avec second membre (ES_,) est somme de la solu-
tion trouvée a la question précédente et de ’ensemble des solutions de I’équation homogéne
déterminé a la question 3.

L’ensemble des solutions est :

1-1,1] — R
S = 1 CeRy.
T P 5(1—:1;)+C’(1—:r)3

5. (a) On réduit 1’égalité au méme dénominateur :

1 o« B 1 (@a—Ba+a+p
4 I, = —V I, =
z€ 1—2z2 1—:1;+1+:1; ze 1—2z2 1—2z2

< Vz €I, (a—PB)lz+a+p=1.
Deux fonctions polynomiales sont égales si et seulement si leurs coefficients de méme degré

sont égaux :
_ — 1 1
= a—p 0<:>a:—et,6:—.
a+p =1 2 2
1 1 1

Ve el -
e G R G

(b) On cherche une solution sous la forme f,(z) = A(z)(1 + z)® car z — (1 + z)* est solution
de ’équation homogéne.
On obtient f,(z) = N'(z)(1+ z)® + 3A(z)(1 + z)°
Alors
(1-2*)fp(2)+3(z 1) fp(z) = N (2)(1-2°)(1+2)° +A(2)(3(1—2*)(1+2)" +3(z—1)(z+1)*)
qui donne (1 — z?)f,(z) + 3(z — 1) fp(z) = XN (z)(1 — 2?)(1 + z)°.
(z +1)3 1 1

n cherche done X(2) = o T T sa—2) T 20+ )

On en déduit que
1 1
)\(x):—Eln(l—x)+§1n(1+a:)+0 avecC€ERcarl—z>0et1+2z>0.

1+z

Soit A(z) =Iny/ ——
oit A(z) =1n —

1
L C et fo(z) = (m 1+—z +c> (1+z)°
que 'on peut aussi écrire : f,(z) = (argth(z) + C) (1 + z)°
L’ensemble des solutions de (ES,) est :

1-1,1] — R

S = 1 CeR
T — (111 11—2—}—0)(1_}_3;)3 €

Exercice 4

1. On met sous forme canonique 1’équation de la sphére S :

4yt -4z -2+ 1=0= (z -2 +(y—1)>+(2-0)* =4 =22

Alors |la sphére S est la sphére de centre Q(2,1,0) et de rayon R = 2.

2. On résout le systéme d’équations cartésiennes de D pour trouver une représentation paramé-

trique :

22U — = — e e

Y—z 0 T+ 2y 0 T 2y
2+2y = z+2 —z4+2y+2z = 2 =



On parameétre 'ensemble des solutions en posant y = o € R et on trouve :

T = 20
Yy = a  représentation paramétrique de D.
z = 2

D passe par A(0,0,2) et est dirigée par w(2,1,0).

On calcule la distance du centre €2 de la sphére a la droite D :

|AG A )

d(Q, D) = |
IEedl
On a AG(2,1, —2) et A A U est de coordonnées (2,1, —2) A (2,1,0) = (2, —4,0) o
JETI6 2V
gy = YAt _2v5_,
V5 V5

On trouve que la distance de €2 a la droite D est égale au rayon de la sphére S, alors

‘la droite D est tangente a la sphére S. ‘

. Le point d’intersection K de D avec S est 'intersection de D avec le plan perpendiculaire a D
passant par le centre (2 de la spheére.

Ce plan @ a pour équation : 2z +y + 0z +d = 0 car 7(2, 1,0) qui dirige D est normal a Q.

Commme 2 € @, on trouve d = —5 : Q:2z+y—-5=0.
On résout le systéme DN Q :
2r+y = 5
—-z+4+2y = 0

—z+2y+z = 2
Les deux premiére équations donnent £ = 2 et y = 1. Puis, on trouve z = 2.

Le point d’intersection de D avec S est K = (2,1, 2).

. Pour étudier l'intersection de S et II on calcule la distance de €2 centre de S a II :

d(Q,1I) = %:fs

I'intersection de la sphére et du plan est un cercle.

On a d(£2,II) < R alors

On détermine le centre H de ce cercle qui est le projeté orthogonal de Q2 sur IT : H € IT et Sﬁ[
est orthogonal a II. On note H(z,y, 2) et %)(1, 1,1) un vecteur normal a II.

On a QH = A7 ce qui donne H(2+ A, 1+ A, A).
On utilise I’équation de II qui donne 3+ 3A =0 <= A = —1.
On en déduit que H(1,0,—1).

Pour déterminer le rayon r du cercle, on considére un point M sur ce cercle. Alors le triangle
MHQ est rectangle en H et r = MH, R = MQ et QH = d(Q,1I) = /3. Le théoréme de

Pythagore donne alors r = \/R2 —d(Q,Pi)?=+/4-3=1.

L’intersection de S et IT est un cercle de centre H(1,0,—1) de rayon r = 1 et d’axe

H+R(1,1,1).
. On détermine un vecteur directeur de D' par un produit vectoriel :
1 2 1 2
W | -1 |A|l -1 |=|2|etonapourD, ¥ | 1

1 0 1 0



Tout plan paralléle & D et D' est dirigé par « et U’ donc il a pour vecteur normal ¥ A W’ de

coordonnées (1, —2, 3).

Alors tout plan P paralléle & D et D' a pour équation P :z — 2y + 3z +d = 0.

11.(2) — 2(1) + 3(0) + 4| _
V14

P est tangent & S si et seulement si d(Q,P) = R <—
2v14 oud = —-2v14

Les plans tangents & S et paralléles 4 D et D’ sont les deux plans :
Piiz—2y+32+2v14=0et Py:z—2y+32—2v14 =0

2 <— d =




