CPGE PTSI Géomeétrie du plan 2011-2012

1. Soit A, B, C trois points non alignés du plan P.
(a) Par la relation de Chasles, pour tout point M de P on a :
AB.CM + AC.MB + AM.BC = (m + ﬁ).m + (m+ m).m+m.(ﬁ + W) =0
Donc, pour tout point M de P on a : EC’—I\)/I + Eﬁ + FVIB? =0
(b) En déduire que les hauteurs du triangle ABC sont concourantes.

A, B, C sont trois points non alignés du plan P, donc les vecteurs xﬁ et E sont non colinéaires. Il s’en suit que
les hauteurs issues de C' et de B sont sécantes : appelons H leur point d’intersection.

Ona AB.CH + ACHB = 0, et , d’aprés le (a), cela implique que AHBC =o.
Donc, le point H appartient a la hauteur issue de A.
Donc les hauteurs du triangle ABC sont concourantes.

2. Dans le plan on@sidére un triangle ABC, son centre de gravité G, un point P sur le cété (BC) distinct de B et

C. On pose k = 2 et on considére le barycentre Q de {(4,1),(C,—k)} et le barycentre R de {(B,1), (4, —k)}.
Vérifier que PQR est un triangle de centre de gravité G. En déduire une construction de Q, R.

On a donc P_C) = kP_B) mais aussi @)l = kQ? et R? = kRj

P@—!—Cﬁ:kﬁ—kk@ mais aussiQ?%—Cﬁ:k(ﬁ—HcCﬁ et Iﬁ+@:k}ﬁ+ka

En ajoutant membre a membre ces égalités et, sachant que 6) = cﬂ + @ + C@ , on en déduit que

PG + QG + RG = k(PG + QC + RQ).

mais alors, ayant k£ # 1 (comme C # B), on en déduit que 1@ + Q? + I@ -0

Donc G est l'isobarycentre de P,Q, R

une construction possible :

— —
A partir de G et de P, on construit le milieu X de [QR] qui est tel que GK = —%GP.

on sait que 'image de R € (AB) par la symétrie centrale de centre K est Q € (AC) (et réciproquement). Il suffit donc de
tracer l'image de la droite (AB) par la symétrie centrale de centre K (c’est une droite qui lui est paralléle) : elle rencontre
la droite (AC) en un point qui est Q.
Ayant @, on récupére R avec ﬁ = —@

3. Dans un plan on considére un triangle ABC, puis les points E,F, M barycentres des points A, B,C affectés des
coefficients (1,2, —2), (1,-1,-1), (o, B,7). Démontrer que M € (EF) si et seulement si 4a + B+ 3y = 0.

1
E est barycentre de A, B, C affectés des coefficients (1,2, —2) : donc A‘E') = I(2ﬁ — 21@) = 21@ — 21@

F est barycentre de A, B, C affectés des coefficients (1, —1, —1) : donc A_F) = %(—A_B) — ﬁ) = A_B) + ﬁ

Donc le vecteur ﬁ = E — 31@ est de coordonnées X = ( _13 ) dans la base (ﬁ, ﬁ)

M est barycentre de A, B, C affectés des coefficients (a, 8, 7) : donc AM = ﬁw(ﬁﬁ + 7@)

Doncm:m_ﬁzé(ﬁﬁ_{_wﬁ)_ﬁ_mz —a—7 ﬁ+ —a—B e

a+ B+ a+pB+y at+ B+

— =St 4
Le vecteur FM est de coordonnées ¥ = ( "‘_‘Lﬁ_‘? ) dans la base (ﬁ, xﬁ)
at+p+y

M e (BEF) < F1M et FE sont colinéaires <= X et Y sont proportionnels <= Det(X,Y) =0 <= 4a+ B+ 3y =0.

4. Le plan étant rapporté & un repére orthonormal, on considére les points A(—1,1) , B(3,—1) C(1,4).

(a) Déterminer les coordonnées du point H projeté orthogonal de C sur la droite (AB).
La droite (AB) est de vecteur directeur ﬁ(4, —2), de vecteur normal (1, 2) et d’équation cartésienne z+2y—1 = 0.
la droite orthogonale & (AB) passant par C(1,4) est d’équation 2z —y +2 = 0.
On résout le systéme pour déterminer 'intersection de ces deux droites et, on trouve le point Hc(—3/5,4/5)

(b) Ecrire les équations des hauteurs du triangle (ABC') et vérifier qu’elles sont concourantes
Hauteur issue de A : de vecteur normal @(—2, 5) et d’équation —2z + 5y —7 =10
Hauteur issue de B : de vecteur normal A_C)(Z, 3) et d’équation 2z +3y —3 =0
Hauteur issue de C : de vecteur normal E(4, —2) et d’équation 2z —y+2 =0
Ces droites sont concourantes en H(—3/8,5/4), orthocentre du triangle.

5. Dans le plan rapporté a un repére orthonormal, on considére les point A, B et C de coordonnées respectives (—1,0),
(2,4) et (3,3).
(a) Calculer l’aire du triangle ABC. En déduire la distance de A & la droite (BC)

|Det(AB, AC)|
|Det(45, 4C)] _

l'aire vaut A = 7/2.

mais on sait que ceci vaut "un demi de la base par la hauteur”, et comme la base vaut BC' = ||B? || = v/2, on obtient
que la hauteur issue de A est est de mesure 7/+/2 : c’est aussi la distance de A & la droite (BC).
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6.

7.

10.

(b) Former une éguation de la droite (AB). En déduire la longueur de la hauteur issue de C et retrouver l’aire du
triangle ABC'.
Un vecteur directeur de (AB) est E 3,4), de vecteur normal (—4, 3), d’équation cartésienne —4z + 3y — 4 = 0.

Dong,la distance de C' & (AB) est d = % g e qui est la longueur de la hauteur issue de C.
7

on retrouve l'aire du triangle avec "un demi de la base par la hauteur” : A = EHE ||§ =35

Soit A le point de coordonnées (1,—2). et D la droite d’équation 3z + 4y — 1 =0.
(a) Calculer la distance de A a D.
_|3-8-1] 6
- V/9+16 5
(b) Donner un systéme d’éguations paramétriques de la droite A, perpendiculaire & D et passant par A.
C’est une droite dirigée par 7(3,4) et passant par A(1,—2) donc : z=1+3X
y=—2+4+4\
(c) En déduire les coordonnées du point H projetté orthogonal de A sur D. Retrouver la distance de A ¢ D.
zg =14+ 3\

H est sur la perpendiculaire & D passant par A et sur la droite D. Ses coordonnées vérifient { v 2+ 4x
H=—

qu’on remplace dans 3zg + 4yg — 1 =0 . On en déduit que A = % et ensuite H(43/25,—26/25).

AH = A7l = 6/25.7 et donc AH = 6/5.
Soit les point A, B et C de coordonnées respectives (1,4), (—4,2) et (3,—1).
Préciser la nature du triangle ABC' et donner une équation cartésienne de la hauteur issue de A.
AB(-5,—2) L AC(2,—5) et AB = AC
Ce triangle est rectangle en A et isocele.
37(7, —3) est un vecteur normal a la hauteur issue de A. Une équation cartésienne de cette hauteur (qui passe par A)
est donc 7z — 3y +5=0
On considére deuz droites D; et Dy sécantes en O, et deuz droites A1 et As sécantes en O', et on pose :

——
{A}=D:iNAy;, {B}=DinA, , {A}=D,nNA, et{B'}=DyNA;. On choisit le repére R = (O, Oj, OB').

(a) Déterminer les équations de D1 , Dy , A1 et Ay dans R. Déterminer les coordonnées de O’ dans R.
D; et D» sont les axes durepére : D; : y=0et D2 : z=0.
A passe par les points A(1,0) et B’(0,1) :donc A; : z+y=1.
A est une droite "quelconque” d’équation : az + by + ¢ = 0 , non paralléle aux axes , donc avec a # 0, b # 0 et non
paralléle & A, donc avec a # b.

(b) En déduire les coordonnées dans R de P, Q et R , milieuz respectifs des segments [A, A'], [B, B'] et [O,0'].

c b+c a+c

-,0), O

£0), 01 EE, 2xe
b+c a+c )

2(b—a)’2(a—0b)"

. b
on trouve les coordonnées suivantes : A(1,0), A’(0, —7) , B'(0,1), B(—

=), Q(f *) R(

Et, on en déduit les coordonnées des milieux P(2 %

(c) Montrer que P, Q et R sont alignés.
1

11 —c—a b+c
2’2

2a ' 2b

On obtient alors les coordonnées des vecteurs suivants : F@(g—: — + 2—Cb) = )
Etﬁ( b+c 1 a+c i):( a+c a(b—|—c))

—a) 2'2(a—0d) 2(b—a)’ 2b(b—a)

On constate pour conclure que PR = b_ia@ donc les points P , @ et R sont alignés.
—a

. Soit A, B et C des points non alignés, et les barycentres G de {(A,a); (B, B); (C,7)}, Gi de {(4,—a);(B,B);(C,7)},

G2 de {(4,); (B, —p); (C,7)} et Gs de {(4,);(B, B); (C,—7)}-

(a) Montrer que les droites (AG:1) ,(BG2) et CGs) se coupent en G.

Par associativité, G est barycentre de (A4, 2a) et (G1,—a + B+ 7) : donc G est sur la droite (AG1).
De méme pour les autres : G est sur les droites (BG2) et CG3s).

(b) Par associativité , I'isobarycentre de {G1, G2, G3} est le barycentre de {(4, a); (B, B); (C,v)} : c’est donc G.
ABC étant un triangle équilatéral, déterminer l’ensemble des points M du plan tels que M A% + MB? = MC?
Soit G le barycentre de {(4,1),(B,1),(C,—1)}. on a:

MA? + MB? — MC? =0 <= MA® + MB? — MC? = 0 < (MG + GA)* + (MG +GC)? =0

GM? + 2MC.(GA + GB — GC) + GA? + GB® — GC? _0<:>GM2+Gj2+G GB? ?2

Mais de la relation GA + GB — GO = 6), et en posant I = m[AB] on obtient : GC = 2GI d’ot GC = 2GI = V3GA
Alors , MA® + MB? — MC? =0 <= GM? + 2GA? — 3GA® =0 <= GM?* = GA?

le lieu recherché est le cercle de centre G et passant par A et B.
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