CPGE PTSI 1 Equations différentielles 2011-2012

Exercice 1 :

Résoudre les équations suivantes sur des intervalles que l’on précisera.

(a) (B1) zy' +y = arctan(z)
(b) (By) : o' +2tz=ett
(c) (E3) : f'+ f =sin(z) + 3sin(2z)

Solution :
(a) résolution de (E;) zy' + y = arctan(z)
l’équation homogéne associée a () est : (H;) : zy'(z) +y(z) =0
une solution de H; est une fonction dérivable sur R, qui vérifie en particulier sur chacun des intervalles | — oo, 0] et

1
10, +o0o[ I’équation normalisée : y'(z) = —Ey(:z:) ().

1
une primitivede u:z — —— est U : 2z — —In|z| et
z
. : C: K
les solutions de (*) et de (H;) sur | — oo, 0 sont les fonctions y : z — Cie~ 121l = ﬁ = —
z z

C
de méme, les solutions de (%) et de (H;) sur ]0, +oo[ sont les fonctions y : z — Ce~ 212l = =

T
Il n’existe qu’une solution de (H;) sur R : c’est la fonction nulle.

Pour résoudre I'équation compléte (Ey) : ;zy’ + y = arctan(z), on utilise la méthode de variation de la constante.
C c’ c
(3:) Alors y'(z) = (2) ﬁ

T T T2

pour z €]0, +oo[ on pose y(z) =

y est solution de (F;) < zy'(z) + y(z) = C'(z) = arctan(z) < C(z) = /z arctan(t) d¢ + cste

° 1

B

dt + cste = z arctan(z) + %ln(l + z2) + cste

On intégre par parties, en posant u'(¢) = 1 et v(¢) = arctan(¢), et on a u(t) =t et v'(t)

Clo) - /Om arctan(t) dt + cste = [t. arctan(t)]S — /0

T

142

C In(1 2 C
on récupére y(z) = (2) = arctan(z) + w +—
z z
. . In(1 2 C
De méme, pour z €] — o0, 0[, les solutions de E; sont les fonctions y : ¢ — arctan(z) + M + —
Etudions I’équation sur R : nous recherchons une fonction y dérivable sur R solution de (E;). Alors la restriction
de y 4]0,400[ et a ] — 00,0[ a la forme ci-dessus, et si on veut que la limite de y en O existe, il faut que C = 0 soit
In(1 + z2)

y(z) = arctan(z) + 5
z
. In(1+22 . zln(l+2? . . In(1
notons au passage que hm0 M = lim EM = 0 par application de lim M
T—

2z 0 2 2 u—0 U

In(1 + 22
%sim;éOetyo(O)zo.

=1

On a nécessairement y(z) = yo(z) = arctan(z) +

Cette fonction yg est continue en 0.

In(1 + 22
La fonction g : z +— M siz # 0 et g(0) = 0 est dérivable en 0. En effet, en revenant a la définition de la

g(z) — g(O):B: lim lln(l +z%) 1

e e 1_
dérivabilité : llg% - lim - =5 3g (0)
avec arctan’(0) = 1, on a yo dérivable en 0 et y4(0) = =
2
. . . In(1+z%) .
11 existe une solution de (E;) sur R qui est yp : ¢ — arctan(z) + ——y sz # 0 et yp(0) = 0.
z

(b) résolution de (B;) : o' + 2tz = et t

l’équation homogeéne associée & (Es) est : (Hy) : z'(t) + 2tz(t)
on recherche les fonction dérivables sur R telles que Vi e R, =z
une primitive de u : t — —2t est U : ¢t — —¢2

=0
'(t) = —2ta(t)

I’ensemble des solutions de I’équation homogéne est donc {m "R—R;t+— Cet’ /C € ]R}

Résolution de 'équation compléte : (Es) : ' + 2tz = et t
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il suffit de noter que la fonction zp : t —» 't est solution de ()
I’ensemble des solutions de ’équation (E,) est donc S, = {w ‘R— Rt et +Ce? /C € R}

(c) Résolution de (E3) : f'+ f =sin(z) + 3sin(2z)

I’équation homogéne associée & (E2) est : f' + f = 0 dont les solutions sont les fonctions

Ff R—R;z— Ce*oulCeR.

Par principe de superposition, on recherche une solution particuliére de (E3) sous la forme

fo(z) = acos(z) + bsin(z) + ccos(2z) + dsin(2z) et dans ce cas

fp(z) + fp(z) = (@ + b) cos(z) + (—a + b) sin(z) + (¢ + 2d) cos(2z) + (—2¢ + d) sin(2z) = sin(z) + 3sin(2z)

a+b=0
—at+b=1 11 63
bed = (-2 2 -2,
=\ c+2d=0 T @bod (2’2’ 5’5>
—2c+d=3

I’ensemble des solutions de ’équation (E3) est donc

S; = {f R—R; z+— —%cos(m) + %sin(m) - gcos(Zx) + %sin(2m) +Ce®/ CEe ]R}

Exercice 2 :
Soit I’équation différentielle
(E): y'cos(t) + ysin(t) = cos(t) + ¢ sin(t)

(fonction inconnue y, variable réelle t)

a) Pour tout entier k , résoudre l’équation (E) sur l'intervalle I, = T + km; il +kn
2 2
3
b) Pour tout entier p , résoudre (E) sur J, = I + 2pm; °r +2pm| et K, =

37r+2 7r+2
- T — s
5 P o p

(c) Montrer qu’il existe une et une seule solution de (E) sur R vérifiant la condition y(0) =1 .

Solution : - -
a) Pour tout entier k , on va résoudre 1’équation (F) sur l'intervalle I, = |—— + k7m; — + k7
(a) : q 5 '3

Résolution de 1’équation homogéne (H) : y' cos(t) + ysin(¢) = 0.

n(t

Sur 'intervalle I, la fonction cos est non nulle, (H) est équivalente & y'(t) = — sm((t))
cos
i : — sin(t)
Une primitive de la fonction u : £ — ® est U :t — In|cos(t)]
08
Il en résulte que yy(t) = Ce™<os()) = C| cos(t)| avec C constante réelle.
Selon la parité de k, on aura yg(t) = C cos(t) ou yx(t) = —C cos(t), et si on nomme Cy = C dans le premier cas et
Cr = —C dans le deuxiéme cas, on a dans les deux cas yp(t) = C cos(t).

Une solution évidente de 1'équation compléte (E) est yp :t — ¢
I’ensemble des solutions de (E) sur I est donc :
Se={y:Ix — R; t—t+Cicos(t) /] Cr € R}

(b) Je ne comprends pas 'intérét de cette question dont on a donné la réponse ci-dessus.

(c) Montrons qu'’il existe une et une seule solution de (E) sur R vérifiant la condition y(0) =1 .
On effectue un raisonnement par analyse-synthése :

premiére partie : analyse

Supposons que y est une solution de (E) sur R telle que y(0) = 1.

Alors , sur chaque intervalle I, il existe une constante Cj telle que y(t) = t + Cy cos(t).

En particulier, pour k£ = 0, la condition y(0) = 1 impose que Cy = 1.

O.COUTOLLEAU Lycée Livet 2



CPGE PTSI 1 Equations différentielles 2011-2012

Mais alors , au voisinage du point ¢ = g, onay(t) =t+cos(t) sit< g et y(t) =t + Cy cos(t) pour ¢t > g

or, on recherche une fonction y est dérivable en 7, donc cela imlique C; = 1 (car cos'(3) =sin(3) = 1 # 0)

On procéde de proche en proche et, a chaque jonction g + km, la dérivabilité de y implique Cy = 1.
La seule solution envisageable est donc y : R — R ; ¢t — ¢ + cos(¢)

deuziéme partie : synthése on vérifie que la seule solution envisageable est bien solution de (E).
Soit la fonction y : R — R ; ¢ — ¢ + cos(t).

y est bien dérivable sur R et V¢ € R, 3'(t) = 1 — sin(¢).

En remplagant dans I’équation (E), on constate que

y'(t) cos(t) + y(¢) sin(t) = (1 — sin(¢)) cos(t) + (¢ + cos(t)) sin(t) = cos(t) + ¢ sin(¢)

Exercice 3 :

Soit I’équation différentielle (z + 1)y’ +zy=2? —z+1
(a) Trouver une solution polynémiale.
(b) En déduire l’ensemble des solutions sur R.

(c) Déterminer la solution vérifiant la condition initiale y(1) =1

Solution :
(a) Trouvons une solution polynémiale. On pense a priori & un polynéme de degré 2 :
Siy(z) =az? +bz+calors (z+ 1)y +zy=a?—z+ 1< (z+1)(2az +b) + z(az? + bz +c) =z —z + 1

a=0

—ar®+ (b+2a)2°+ (2a+b+c)z+b=2 -2+ 1< bt2a=1 > (a,b,c) =(0,1,-2)
2a +b+c=-1 T T
b=1

On constate que le polyndéme trouve est en fait de degré 1.
une solution particuliére de 1’équation est donc yp : z+— z — 2

(b) On en déduit ’ensemble des solutions sur R :
Etudions ’équation homogéne : (H) : (z+ 1)y’ +zy =20

Sur 'intervalle | — 1, 4+00[, H est équivalente a y'(z) = — i 1y(ac)
z

Une primitive de v : z +— — est U:z+— —z+1Injz + 1|

1

P T |

les solutions de (H) sur 'intervalle ] — 1, +oo[ sont les fonctions yy : z — Ce~2t 2+ = C|z + 1|e=* avec C € R.

On trouve de méme sur | — oo, —1[, yg(z) = C|z + 1|e*, et, quitte & changer C en —C, on a, sur les deux intervalles
ya(z) =C(z + 1)e™=.

Recherchons les solutions de (H) sur R .

La restriction de yy a ] — 0o, —1[ est de la forme yy(z) = Ci(z + 1)e™® et la restriction de yir a ] — 1, +oo[ est de la
forme yg(z) = Ca(z + 1)e™®

comme Yy (z) = Ce * —C(z +1)e™ %, si on veut que la fonction yy soit dérivable en z = —1, on doit choisir la méme
constante sur les deux intervalles.

Les solutions de (H) sur R sont les fonctions yg : R — R; z+— C(z+ 1)e ® ou C € R.

I’ensemble des solutions de (E) sur R est donc :

S={y:R—R;z—2-24+C(z+1)e*/CeR}

(c) Déterminons la solution vérifiant la condition initiale y(1) =1
y(1)=1l<= -1+C2e =1 C=e
La solution vérifiant y(1) = 1 est la fonctiony : R — R; z+— 2z —2+e(z + 1)e ®
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Exercice 4 :
Résoudre sur |0, +oo[ l’éguation différentielle
22y +y = 22

( on fera apparaitre une intégrale que l’on ne cherchera pas & calculer). Déterminer une solution
prolongeable par continuité en 0.

Solution : 1
Equation homogene : (H); z2y'(z) + y(z) =0 <= ¢'(z) = —?y(z) sur |0, +o00].

1 1
une primitive de u :— —— est U 1z — —
z z

1
Donc les solutions de (H) sont les fonctions yy : 2 — Cez ou C € R.

Utilisons la méthode de variation de la constante pour echercher une (toutes les) solution(s) de I’équation compléte
(B) :2%y'(e) + y(a) = o

1
on pose y(z) = C(z)ez que l'on remplace dans I’équation (E).
1 1 1 1 1
y est solution de B <= Vz >0, z?(C’'(z)ez — ?C(m)ez) +C(z)ez =z? <= Vz >0, C'(z)ec =1
T

1 1
= Vz >0, C’(:r):e*5<:>0(a:):/ et

di+ Kou KeR

1
I’ensemble des solutions de (E) est donc :

11 1
S:{y:]0,+oo[—>R;xl—>e:c/ etdt+Kez/K€R}
1

Question plus difficile :
1

1
Tout d’abord }ir% e~ t = 0 donc la fonction g:t —— e ¢ sit > 0 et g(0) = 0 est continue sur [0, +oo].
—

T 1 T
On peut donc définir I'intégrale / e tdt= / g(t)de
0 0

1 [T 1
les solutions de (F) peuvent donc s’écrirent sous la forme y :]0,+c0[— R ; z — ez / g(t)dt+Cez /C €R
0

-1
Ensuite Vt € [0,z] , 0 < g(t) < e=

8|~

lorsqu’on intégre (avec les bornes dans le bon sens), cela implique : 0 < / g(t)dt < ze™
0

1 z

ce qui donne 0 ez / g(t)dt <z
0
1 T

Par encadrement , lim ez / g(t)dt = 0.

z—0t 0

1 T
Donc la solution yg :]0, +o0[— R ; z — ez / g(t) dt est prolongeable par continuité en 0 en posant yo(0) = 0.
0

Exercice 5 :

Résoudre l’équation différentielle

z(l-z)y — Bz - Dy+2*(z+1)=0

Etudier les raccordements possibles des solutions en 0 et 1.

Solution :
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Exercice 6 :

Résoudre les équations différentielles sutvantes, avec les conditions initiales données :

(@) y"+9y =22 +1 y(0)=0, ¥'(0)=0

(b) y" —3y' + 2y = ze® y(1)=0, ¥'(1)=0
(c) 4" +4y' +y=e"2  y(0)=1, y'(0)=0
(d) ¥ —2y' + 2y = e®sin(z) y(r/2) =0, y'(n/2) =

Solution :
(a) résolution de y" + 9y =z +1  y(0) =0, ¥'(0) =
On reconnait une équa-diff. linéaire du second ordre a coefficients constants (B) : y” +9y =z% + 1
L’équation caractéristique est : (K); 72 +9=0
les racines de (K) sont 71 =3t et 75 = —3¢
les solutions de ’équation homogéne sont les fonctions yg t.9. : yg(z) = C cos(3z) + Cs sin(3z)
le second membre est 22 + 1 = P(z)e™ avec m = 0 qui n’est pas racine de (K) et P, un polynéme de degré 2.
Donc une solution particuliére est de la forme yp(z) = az? + bz + ¢
Dés lors yp est solution de (E) < Vz € R, 9az? + 9bz + (2a + 9¢) = 22 + 1 < (a,b,c) = (;,0, 871)
L’ensemble des solutions de (&) est donc :

2
S = {y:R—)]R; T — $—+l+Clcos(3m)+Czsin(3m)/(Cl,C’z) €R2}

9 81
7
De plus, y(0) =0 «— C; = ~31 et y'(0)=0<=3C, =0
2
Donc la solution recherchéeest y : R — R ; z +— % + 3l % cos(3z)

(b) résolution de y"” — 3y’ + 2y = ze® y(1)=0, ¥'(1)=0:
On reconnait une équa-diff. linéaire du second ordre a coefficients constants (E) : y"” — 3y’ 4+ 2y = ze®
L’équation caractéristique est : (K); 72 —3r+2=0
les racines de (K) sont 7y = 1let ro =2
les solutions de ’équation homogeéne sont les fonctions yg t.q. : yg(z) = Cre® + Cze?®
le second membre est ze* = P(z)e™* avec m = 1 qui est racine simple de (K) et P, un polynéme de degré 1.
Donc une solution particuliére est de la forme yp(z) = (az? + bz)e”
Dés lors yp est solution de (E)
< Vz eR, (az?+ (b+4a)z + 2b+ 2a)e® — 3(az? + (b + 2a)z + b)e® + 2(az? + bz)e® = ze”
< ((—2az — b+ 2a)e® = ze® < (a,b) = (—1,-1)
L’ensemble des solutions de (&) est donc :
S= {y:]Ri—)]R{; z— (’T”ﬁ—:v+01)ex+cge2m/(01,02) E]Riz}
2 _ 3e
De plus, (y(1),4'(1)) = (0,0) += { A Lt = (000 = (4,27

Donc la solution recherchée est y : R — R ; z — (_T“"‘z —z—1)e® +2e e
(c) résolution de 4y"” + 4y’ +y = e~%/? y(0)=1, ¥'(0)=0:
On reconnait une équa-diff. linéaire du second ordre & coefficients constants (E) : 4y" + 4y’ +y = e~2/?
L’équation caractéristique est : (K); 4r2 +4r+1=0
(K) admet une racine double r; =r; = —1
les solutions de ’équation homogéne sont les fonctions yy t.q. : yg(z) = (C1z + Ca)e™ 2
le second membre est e~%/? = P(z)e™® avec m = —1/2 qui est racine double de (K) et P, un polynéme de degré 0.
Donc une solution particuliére est de la forme yp(z) = az?e=%/2
Dés lors yp est solution de (E)
< VzeR, 4(“%2 — 2az 4 2a)e~%/? + 4(%“”2 + 2az)e %/ 4+ az’e /2 = e~%/2
= 8ae =2 =a=1
L’ensemble des solutions de (F) est donc :
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S:{y:IRi—HR; w'—>(%+01$+02)8_§/(Cl,CQ)E]RQ}
Cy=1
~<2 40, =0

Donc la solution recherchée est y : R — R ; 2 —> (% +iz+1)e 2

De plus, (4(0),4'(0)) = (0,1) <= { — (C1,C) = (1,1)

8

(d) résolution de y"” — 2y’ + 2y = e® sin(z) y(r/2) =0, y'(7/2)=0:
On reconnait une équa-diff. linéaire du second ordre a coefficients constants (E) : y” — 2y’ + 2y = e® sin(z)
L’équation caractéristique est : (K); 72 —2r+2=0
les racines (complexes conjuguées) de (K)sont r; =1—tetry =141
les solutions de 1’équation homogéne sont les fonctions yx t.q. : yr(z) = C1e® cos(z) + Cae” sin(z)
Considérons alors I’équation complexe (EC) : y" —2y' 4 2y = e(119)=
Une solution particuliére de (E) sera la partie imaginaire d’une solution particuliére de (EC).
le second membre est e(1T%)% = P(z)e™* avec m = 1+ 1 qui est racine simple de (K) et P, un polynéme de degré 0.
Donc une solution particuliére est de la forme yp(z) = aze(l+9)=
Dés lors yp est solution de (EC)
= VzeR, (2iaz+2(1+1)a)e )2 —2((1+1)az + a)et+)? 4 2aze(l )z = g(1t+i)z¢

= 2ge(lti)z = (142 0 4 — QL = _%
’ . .
Une solution particuliére de (EC) est donc telle que yp(z) = _%e(lﬂ)w et sa partie imaginaire est telle que
Im(yp(z)) = —5e®cos(z)

L’ensemble des solutions de (£) est donc :

S={y:R—R; o+ (—% + Cy)e” cos(z) + Cre”sin(z) / (C1,C2) € R?}
De plus, y(7/2) =0, y'(7/2) =0<=Co=0et Cy = J

Donc la solution recherchée est y : R — R ; z +— (=5 + 7 )e® cos(z)

Exercice 7 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :
(a) g" —3g9 +2g = ze*®
(b) A" —3h' + Ah = sin(z) avec A € R.

)
(c) ¥" — 2y + Ay = e?® + e®sin(z) avec X € R.
—3t
)

(d) 2" + 6z’ + 9z =
t2+1

Solution :

Exercice 8 :

Déterminer l’ensemble des fonctions dérivables sur R telles que :

Ve e R, f(2)=f(-a)

Solution :

Exercice 9 :

Résoudre l’équation différentielle :
yll_2ayl_+_y: e®

en discutant sutvant la valeur du paramétre réel a.

Solution :
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