CPGE PTSI Courbes en coordonnées polaires 2011-2012

Exercice 1 :

On appelle ¢ l'application du plan euclidien privé de son origine O dans lui-méme définie par :

(M’ = o(M)) = <(0_M’/,E_M*) — 0[2n]) et OM.OM' = 1)

(a) Dans C*, on note z laffize de M et z' = h(z) celle de M'. Ezpliciter h(z).

(b) En utilisant leurs éguations polaires, étudier li'mage par ¢ d’une droite, d’un cercle de centre O ou d’un
cercle passant par l'origine.

(c) En utilisant les coordonnées cartésiennes, étudier l'image par ¢ d’un cercle de centre # O et ne passant
pas par l’origine.

(d) Quelles sont les droites globalement invariantes par p, les cercles globalement invariants ?

Solution :

(a) Si M est de coordonnées polaires (p,6) alors M’ est de coordonnées polaires (%, 0).

On en déduit que si M est d’affixe z = pe*?, alors M' est d’affixe 2/ = %ei‘g = ﬁ
z
Donc h(z) = #

(b) Soit D une droite du plan :
e premier cas : D passe par l’origine
Son équation polaire est § = 6 (constante). En notant D* = D — {O}, on a ¢(D*) = D*.
En effet, tout point M tel que 8 = 0y a une image qui vérifie § = 6. Et, réciproquement, tout point
M(p,60) € D* admet un antécédent qui est N (%, 60) et qui appartient & D*
e deuziéme cas : D ne passe pas par l’origine
—c
acos(8) + bsin(8)
Tout point M € D a une image (M) dont les coordonnées polaires (p', 8') vérifient
_ _1_ = —b o
0'=0etp = 5= cos(f) + =7 sin(6).
On en déduit que (M) appartient au cercle C' de centre Q(52, g—cb) passant par l’origine.
Réciproquement, tout point de C, différent de l'origine, est de coordonnées polaires (r, a) avec r # 0 admet un
antécédent dont les coordonnées polaires (p, §) vérifient 6 = a et p = % = e 0 0)_: bsin(d) et qui appartient
aD.

A ce niveau on peut noter que ¢ o = Id : 'application identique du plan privé de l'origine. On remarque ainsi

que ¢ est bijective et ¢! = ¢.

Son équation polaire est du type p =

Conséquence : l'image d'un cercle passant par l'origine (mais privé de O) est une droite ne passant pas par
lorigine.
Autre résultat : 'image du cercle de centre O et de rayon R est le cercle de centre O et de rayon %.

(c) quelle est I"image d’un cercle dont le centre n’est pas O et ne passant pas par 'origine?
N’ayant pas d’équation polaire disponible pour répondre a cette question, utilisons les coordonnées cartésiennes.
M(X,Y) = p(M(2,9) <= (X,Y) = (325, 2257 )
Soit M € C d’équation cartésienne z2 +y2? —2az — 2by +c = 0 avec ¢ = a? +b? — R?. Alors, sachant que ¢ = ¢ 1,
onaM =¢(M) <= (M) =M.

2 2
on en déduit que (XQEYZ) + (Xziyg> - 2ax2)+{y2 - 2bxgiy2 +c=0
soit encore X2iY2 - 2ax2fy2 - 2bx2iy2 +c¢=0
ce qui équivaut a 1 — 2aX —2bY +¢(X?2+Y?%) =0
le cercle ne passe pas par l'origine, onac# 0 et X2 +Y?2 — 29X — 2§Y + % =0
ce qui donne (X — )2 4 (Y — &)? 4 <= =% — g

2 by2 _ R?
S X -9+ Y- =%F
M’ est donc un point qui appartient au cercle de centre (
pas par l'origine car R # 0.

a b

2,2) #(0,0) , de rayon %. C’est un cercle qui ne passe
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(d)

Réciproquement, comme ¢ est bijective et que ¢~*

M = ¢(M') appartenant au cercle C.

= ¢, tout point M’ de ce cercle est bien 'image d’un point

Conclusion : 'image par ¢ d’un cercle dont le centre n'est pas O et ne passant pas par ’origine est un cercle
dont le centre n’est pas O et ne passant pas par l’origine.

remarques :

- on obtient le méme cercle si et seulement sic=1 <= a?+b% = R? + 1.

- en général, l'image du centre du cercle C par ¢ n’est pas le centre du cercle ¢(C)

D’aprés ce qui précéde, les droites globalement invariantes par ¢ sont les droites passant par 1’origine.

les cercles globalement invariants par ¢ sont les cercles de centre Q(a,b) de rayon R tels que a? + 4% = RZ + 1
(ce qui inclus le cas du cercle trigonométrique)

Exercice 2 :

Etudier la courbe sutvante et la tracer : p =

sin(36)
sin(6)

Solution :

La fonction p : 8 —

Remarquons que : sin(36) = Im(e**?) = Im((e*)®) = I'm ((cos(8) + ¢sin(6)®) =
Ce qui nous donne V8 € D, , p(8) = 3cos?(8) — sin’(8) = 2 cos?(8) + cos(29) =
On en déduit alors que V8 €]0, 7], p'(8) = —2sin(26) et V8 €]0, 5], p'(6) <O.

in(36
sin(30) est définiesur R—{km / k€ Z }.

sin(6)
sin(36 4+ 37)  sin(36)

voeD,, 6 D, et p(6 = — = — = p(6).

€ P +me P € p( +7T) sm(9 -|—7T) sm(9) p( )

—
La fonction p est m-périodique. Donc la courbe ? 10— OM(6) = p(0).u(405 est 27 périodique, et son support
est symétrique par rapport & ’origine. On restreint I’étude & 6 € [ %, 0[U]0, T ].
— sin(36)

Vo € D —0¢€ D,et p(—0) = ———

€ P € P € p( ) —Sln(@)
I'axe (Oz) et on restreint 'étude & 6 €]0, Z]. On complétera ensuite le tracé par symétrie par rapport a (0z)
puis par symétrie par rapport a O.

= p(#) donc le support de la courbe est symétrique par rapport a

(6) sin(8) — sin*(6)
2 cos(2€) +1

6 | 0 3 3 1
P - - 0
3 | |
p T 0 —4 4
\ _1

La portion du tracé correspondant a 6 €]0, 7] est en gras.

—
pour 8 — 0, a la limite p(8) — 3 et p’(6) — 0. On a donc un point limite Mp(3,0) tel que OMy = 3u(0) avec
une tangente orthogonale & 4(0) = 7 c’est & dire verticale.
lorsque 8 €]0, Z[, on a p(6) > 0 et donc la courbe est dans le secteur angulaire défini par ces angles.

s

%, on a p(f) = 0. La courbe passe par l'origine et la tangente est dirigée par le vecteur u(% ) (c’est

en § =
toujours le cas lorsque la courbe passe par l’origine)

lorsque 6 €]%, 7[, on a p(d) < 0 et donc la courbe est dans le secteur angulaire opposé & celui défini par ces

angles.
—
enf = 7, onap(f) =—1et p'(§) = 0. Le point M; tel que OMy = —1.u(7) est de coordonnées cartésiennes

(0,—1) et la courbe a une tangente orthogonale & u(%) en ce point (c’est donc une tangente horizontale).

Exercice 3 :

Btudier la courbe suivante et la tracer : p = cos (26) +

S
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Solution :

3 \/§

4
La fonction p : 6 — cos (26) + = est définie sur R, et ?ﬂ—périodique.

La courbe ? 10— O—]\)/[(G) = p(0).u(405 est 47 périodique. On a OM (6 + &) = p(G)U(%”j.

Le support de la courbe est invariant par rotation d’angle %’r = —%’r [27].

En effet, lorsqu’on transforme par rotation d’angle %” la portion du support correspondant a 6 € [—%’r, %’r], on
obtient la portion du support correspondant a 6 € [%’r, %’r], puis, par une autre rotation , celle correspondant a
6 € [, 197]. En notant que 9% = —2% + 4, on vérifie qu’on récupére ainsi tout le tracé & partir de 8 € [—2F, 27] et

avec deux rotations.

V8 € D,, —8 € D, et p(—8) = p(8) donc le support de la courbe est symétrique par rapport a ’axe (Oz) et on
restreint 'étude a 6 € [0, 27].

Par la symétrie d’axe (Oz), on en déduira le tracé correspondant & § € [— %”], %W]]’ puis par deux rotations
successives d’angle &* = —27 [27], on obtiendra le support entier.

p est dérivable sur R et V6 € R, p'(d) = —sin (26)

2__
6|0 3 5
/|l o - - 0
1+ L2 1+
P 2\0
\—1+§
p + 0 -
- 1 2
eenf =0, p0) =1+ @ et p'(0) = 0. La courbe a une

tangente verticale (orthogonale a u(0)).

e lorsque 6 €]0, 5[, p(6) > 0 et la courbe est dans le secteur
angulaire défini par ces angles. -1+

e en § = 7, la courbe @)e par l'origine, et donc la tan-
gente est dirigée par u(7)

e lorsque 6 €]Z, 25, p(6) < 0 et la courbe est dans le

secteur angulaire opposé a celui défini par ces angles. ol
eenfd =2 onap(¥) = —1+§ et p'(3) = 0. La
RSN . 2 N 2m
courbe a une tangente orthogonale & u(2r). La portion du tracé correspondant & 6 € [0, %] est
en gras.

Exercice 4 :

Ftudier la courbe suivante et la tracer : p = a(2cos(8) — cos(26))
trouver les coordonnées du (ou des) point(s) double(s)

Solution :

Lorsque a < 0, le support de la courbe est symétrique par rapport & 'origine de celui obtenu avec |a| = —a.
Supposons donc a > 0.

La fonction p: R — R ; 6 — a(2cos(d) — cos(26)) est 27 périodique.

— ..

La courbe ? 10— OM(6) = p(0).u(0i est 27 périodique.

V6 € R, p(—6) = p(8) donc le support de la courbe est symétrique par rapport a 'axe (Oz). On va étudier la
courbe pour 6 € [0, 7], et en déduire le tracé complet par symétrie par rapport a ’axe (Oz).

p est dérivable sur R et V8 € R, p'(8) = a(—2sin(f) + 25sin(26)) = 4asin(¥). cos(3¢)
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6 3 5 m -
I3 + 0 - - 0 =1
3a
/ 2 \
p a 0 1
T~ 9 =2"
—3a s
1 P
p + 0 -
eenfd =0, p(0) =aetp(0) =0: cest le point My. La u
courbe a une tangente verticale (orthogonale & u(0 )) [ 0 0 ;

eenf =72, onap =0etp= 37‘1 Sur la figure c'est le —1! 2
point M;. La tangente est orthogonale a 'L@
e lorsque 6 €]0, Z°[, p(d) > 0 et la courbe est dans le sec- . _
teur angulaire défini par ces angles. R Q
e enf = %’r, la courbeﬁ? par l'origine, et donc la tan- ' )
gente est dirigée par u(4)
e lorsque 6 E]%’r, 7], p() < 0 et la courbe est dans le sec-
teur angulaire opposé a celui défini par ces angles. ol
eenf=m, p(r) =—3aet p/(m) =0 : c’est le point M>.
La courbe a une tangente verticale (orthogonale & m ).
Recherche du (des) point(s) double(s) :
On sait que M est simultanément de coordonnées polaires (p1,0:1) et (p2,62) si et seulement si I'un des cas suivants
est réalisé :
e py =py=00u
® p1 = py et 6 =0, + 2km avec k € Z ou
o p1=—psyet 8y =05+ 7+ 2kmavec k € Z.
La courbe étant 27-périodique, on se limite a 6 € [—, 7].
premzer cas : p1 = pz =0
Ce cas est réalisé avec 6; = %’r et 65, = —%”. L’origine est un point double.
deuxiéme cas @ p; = po et 61 =05+ 2km avec k € 7
non réalisé ici, car la courbe est 2m-périodique.
troiséme cas : py = —py et 8y = 05+ T+ 2kw avec k € 7.
Prenons #; € [—m,0] et 83 = 61 + 7 € [0,7]. Dans ce cas on a
p(01) = —p(82) <= a(2cos(h1) — cos(261)) = —a(2cos(f; + ) — cos(2(61 + 7))) = a(2cos(61) + cos(267))
p(61) = —p(f2) < cos(26;) = 0 < 6; = —Z ou 6; = —3T vu lintervalle considéré.
Nous obtenons deux points doubles : P de coordonnées polaires (—a ,—%’r) et (av2,7), et @ de coordonnées

polaires (av/2, —F) et (—av/2, 3.

Exercice 5 :
cos(6)

Etudier la courbe suwvante et la tracer : p= ——————
cos(8) — sin(6)

Etudier les branches infinies.

Solution :
cos(6)

cos(8) — sin(6)
La courbe ? 10— O—]\>/[(6) = p(0).u(75 est 27 périodique.

—cos(6)
VY8 e D 0 D, et p(8 = = p(0
€ P +me Pe p( +7T) —cos(0)+sin(6) p( )
La fonction p est m-périodique. On étudie la courbe pour 6 € [0, F[U] 7, 7], et on compléte le tracé par symétrie

2
par rapport a l'origine.

La fonction p: 6 +— est définiesur D, =R~ {7 +kn / k€ Z}

L. oy — sin(@)(cos(8) — sin(8)) — cos()(— sin(6) — cos(6)) 1
p est dérivable sur D,, et p'(8) = (cos(8) — sin(0))? = (cos(8) —sm(8))?
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5 —_
6 0 I 3 L 44
o' + + +
+o00 1 1
/ 3
p 7 0
/
1 —00 2+
p + — 0 +
1T
e enf =0,o0nap0)=1et p(0) =1. On se situe
au point My -~ 0
e pour 8 € [0, 7, on a p(f) > 0, et la courbe est
dans le secteur angulaire défini par ces angles. 1L
e pour 6 €]%, 7], on a p(6) < 0,et la courbe est dans
le secteur angulaire opposé a celui défini par ces ol
angles.
e p(5) = 0. la courbe passe par l'origine avec une 2
tangente dirigée par u(3 ) (verticale)
e pour § €]7,7[,ona p(f) > 0, et la courbe est dans .
le secteur angulaire défini par ces angles. =
e p(m) =1et p'(r) =1 : on se situe au point Mj.
—h L
3m

Il n’y a qu'un seul point double : c’est l'origine associé aux parametres 6 = 7 et 6 = =F.

2(6) = p(6) cos(8) = zgree?)

cos(6)—sin(6)

y(6) = p(6) sin(6) = G

Pour I’étude des branches infinies, on passe en coordonnées cartésiennes : M {
cos(8)—sin(6)

lim z(f) = +c0, lim y(f) = +oo

9—»%7 9—)%
0
Ensuite lim v = lim tan(d) =1
0—)%7 .’I)( ) 0—)%7
in(6 6) — cos?(6 2
Enfin lim y(8) —z(f) = lim sin(6) cos(6) _c® ©) = lim —cos(f) = —£
LF- SF T cos(®) —sm(s)  ooF 2

. . 2
la droite d’équation y = =z — - est asymptote & la courbe (avec la courbe en desous de I’asymptote)

Du coté 8 — §+, on obtient la méme asymptote (mais avec ¢ — —o0, y — —oo et la courbe au dessus de
l’asymptote)

. . 2
Par symétrie, la droite y = =z + % est également asymptote a la courbe.

Exercice 6 :

. , sin(6)
Etudier la courbe suivante et la tracer : p= —————
1 — 2cos(6)

Solution : )
sin(6)
1 — 2cos(9)
—
La courbe ? 10— OM(6) = p(0).u(75 est 27 périodique.
sin(—6)
Yoe D,, -86€D,et p(—0)= ————=—p(6
€ P € ﬂe p( ) 1—2COS(—9) p( )
On étudie la courbe pour 8 € [0, Z[U]5, 7], et on compléte le tracé par symétrie par rapport & I’axe des ordonnées

(©9) (391)(1 2cos(6)) — sin(6)-2sin(6) _ _cos(8) 2
p est dérivable sur D,, et p'(6) = (1 — 2cos(9))?2 . - (1 — 2cos(6))?

La fonction p : § — est définie sur D, = R~ {+3 +2kn / k€ Z}
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N
o
w3
3

plo - +

la portion du support correspondant 2 6 € [0, 7] estengras. _, 3 @,

e enf =0, on a p(0) = 0 donc la courbe passe par ’origine
avec une tangente dirigée par u(0) (horizontale).

e pour § €]0, Z[, on a p(f) < 0, et la courbe est dans le
secteur angulaire opposé a celui défini par ces angles.

e pour 8 €]7, 7, on a p(f) > 0, et la courbe est dans le
secteur angulaire défini par ces angles.

e p(m) = 0 donc la courbe repasse par ’origine avec une
tangente dirigée par 11(75 (horizontale).

On compléte la courbe par symétrie par rapport a (Oy)

Pour I’étude des branches infinies, on passe en coordonnées cartésiennes : M

lim z() = —c0, lim y(f)=-o0
6—Z~ 62"
y(9)

3 3
Ensuite lim =— = lim tan(d) = /3
0—)%_ z(0) 0—)§_

Enfin lim y(8) — v3z(6) = lim sin’(6) — /3sin(6) cos(6) — 1
0—3 61" 1 — 2cos(9) -

Car lim 3 = =——e¢€t lim

soz-cos(3) —cos(8)  cos(3) | VB euz- F-6 e

la droite d’équation y = v/3z + 1 est asymptote a la courbe

Du coté 6 — §+
Par symétrie, la droite y = —+/3z + 1 est également asymptote & la courbe.

2(6) = p(6) cos(6) =

sin(8) cos(6)
1 — 2cos(h)
_ sin?(9)

1 — 2cos(6)

-6 1 2 sin(6 — 3) m sin(z)

, on obtient la méme asymptote (mais avec ¢ — +00, y — +00 )

Exercice 7 :
1 — sin(6)

Etudier la courbe suivante et la tracer : p= ———~
1 — cos(6)

Solution : )
1 — sin(6)

1 — cos(6)
La courbe ? 10— O—]\>/[(6) = p(0).u(75 est 27 périodique.
On étudie la courbe pour 6 €]0, 27|

La fonction p : § +— est définie sur D, =R —{2km / k€ Z}

—cos(8)(1 — cos(8)) — sin(8).(1 — sin(d)) _1- cos(8) — sin(6)

p est dérivable sur D,, et p'(6) =

_ /=sin(}) —sin(0 + 7)
=2 (1 — cos(6))?

(1 — cos(6))?

(1 — cos(6))?
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e si6€]0, 2] alors 6 + I €]Z, 3| et sin(6 + Z) > sin(%). Dans ce cas on a p'() < 0.
(T —

e p(3)=0.

e sif€]Z,2n| alors § + I €]3%, 2% et sin(6 + Z) < sin(F). Dans ce cas on a p'(6) > 0.

3 —_
s 2 T
6 0 7 2
I’y — 0 + o
400 400
P ~N : : : : |
1 2 3 4 5
p + 0o 4+

e pour § €]0,7[, on a p(f) > 0 et la courbe est dans le
secteur angulaire défini par ces angles.
e p(5) = 0 donc la courbe repasse par l'origine avec une

-3+
tangente dirigée par u(3 ) (verticale).
e pour 8 €]7,27[, on a p(f) > 0, et la courbe est dans le a4l
secteur angulaire défini par ces angles.
—5 L

_ cos(8)(1 — sin(6))

Pour I’étude des branches infinies, on passe en coordonnées cartésiennes : M 1~ cos(_e)
sin(8)(1 — sin(6))

y(6) = p(6) sin(9) =

1 — cos(6)
in(é in(6)(1 ] 1 6
lim z(f) = 400, lim y(f) =+4oco car lim _sin(0) = lim sin(6)(1 + cos(6)) = lim _'_.LS() = +00
6—0+ 60+ 9—0+ 1 —cos(d) e—o+t 1—cos?(h) 9—o0+  sin(f)
]
Ensuite lim v = lim tan(d) =0
90+ z(6)  e—o+t
La courbe présente donc au voisinage de cette valeur une branche parabolique de direction asymptotique ’axe
(0z).

On trouve également lorsque 8§ — 27—, que la courbe posséde une branche parabolique de direction aymptotique
l'axe (0z).

Exercice 8 :
1 — sin(6)

Etudier la courbe suivante et la tracer : p= ———
1+ cos(6)

Solution :

Exercice 9 :

Etudier la courbe suivante et la tracer : p = cos(6) — sin(6)

Solution :
Il parait que c’est la premiére invention de I'Homme!

Exercice 10 :

Etudier la courbe suivante et la tracer : p = atan(36)

Solution :
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Exercice 11 :

Etudier les courbes en coordonnées polaires sutvantes
(a) p = ab (spirale d’Archiméde)
(b) p.6 = a (spirale hyperbolique)

(c) p = ae* (spirale logarithmique); la tangente et le rayon vecteur font un angle constant.

Solution :

Exercice 12 :

Soit (C) la courbe d’éguation cartésienne z(z? + y?) + a(y? — z?) = 0.
(a) Trouver une équation polaire de (C).

(b) Tracer (C) (Lemniscate de Bernoulli).

Solution :

Exercice 13 :
sin(26)

Soit G la courbe d’équation p = M

Solution :

Exercice 14 :

Problemes de lieur

(a) Les extrémités A et B d’un segment de longueur constante AB = 2a décrivent les azes Oz et Oy.
Détermaner le lieu des projections de O sur (AB).

(b) Un point M décrit le cercle de centre O de rayon a; soit A le point de coordonnées (a,0). Déterminer le
lieu des orthocentres du triangle OAM .

(c) Soient A et B deuz points distincts tels que AB = 2. Déterminer le lieu des points M tels que
- = . —>/\—A>
MA.MB = 1. On prendra un repére orthonormé direct (O, 1, j ) avec O milieu de [AB] et (¢ ,0A) = —%

. Montrer qu’on obtient une lemniscate de Bernoulls.

Solution :
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